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SERIE 1

a)

Escrivim el sistema en forma matricial. La matriu de coeficients i la matriu ampliada, Ai A4’,

son les seglents:

1 k 1|13+k

k1 1| 4

1 3 1] 5
A

Calculem el determinant de la matriu A:

1 k 1
k 1 1=-k*+ 4k-3=—-(k—1)(k—3)
1 3 1

que s’anul-la per als valors de k = 1i k = 3. Aixi,

e perak # 1ik +# 3, eldeterminant de A no s’anul-la. Aleshores, rang (A) =
rang (A") = 3, que també coincideix amb el numero d’incognites, i es tracta d’un

sistema compatible determinat.

e perak =1, tenim el sistema:
x+y+z=4
x+y+z=4
x+3y+z=5

Les dues primeres equacions son idéntiques per tant, el rang (4) i el rang (4") no

seran maxims.

Calculant rangs tenim que rang(A) = rang(A’) = 2 < 3. Tenim 3 incognites, per

tant, és un sistema compatible indeterminat.

e perak = 3s’obté el sistema:

x+3y+z=6
3x+y +z=4
x+3y+z=5
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En aquest cas, la primera i la tercera equacié sén idéntiques en la part de les
incognites perd no en els termes independents, amb aixo ja podem afirmar que es
tracta d’un sistema incompatible.

També es poden estudiar els rangs per veure que rang(4) = 2 # rang(4’) = 3.

b)
Perak = 1, el sistema és:
x+y+z=4
{x+ y+z=4
x+3y+z=5

Com que la primera i la segona equacié son iguals, se’n pot eliminar una: es tracta
d’un sistema compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

{x+y+z=4
x+3y+z=5

, , s 7 1
Prenem z = t, s’obté que la solucio és: x =E_t'y=5'z =tambt€R

Les dues primeres equacions del sistema, que sén iguals, corresponen a un mateix
pla. La tercera equacié correspon a un pla que talla a I'anterior en una recta.

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts per la representacié matricial del sistema.
0,25 punts per arribar als valors critics per a la discussio.
0,75 punts per la discussi6 dels tres casos (0,25 per a cada cas)
b) 0,25 punts per observar que és un sistema compatible indeterminat.

0,75 punts per la soluci6. Es valorara correctament tant si ho fan pel métode de
Gauss com per substitucio o igualacié.

0,25 punts per la interpretacié geométrica.
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a)
L’equacio de la recta tangentay = f(x) en el punt x = 1 és:
y=fM =1 -x-1
Fem els calculs:

4 -4
fO===f®==

xZ
Aixi
fA)=4if'(1) =—4
L’equacio de la recta tangent demanada és:

y—4=—4-(x-1)>y=—4x+8-4x+y=38

L’equacio de la recta normal es pot calcular a partir de I'equacio:

-1
y—f(a)=m'(X—a)
y—4=_—-(x—1)—>4y—16=x—1—>x—4y=—15

—4
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b)

Per fer 'esbés de la grafica n’hi ha prou veient que:

e x = 0 no és del domini
e f és continua
e fl(x)= —% < 0, per tant, f és decreixent

e Els eixos de coordenades son rectes asimptotes a la funcio.
La recta donada, és la recta tangent en el punt (1,4).

L’area demanada és la regié ABCD, que es pot obtenir restant I'area del triangle ADE,
de laregi6é ABCE:

34 3 1-4
AT:-L;dx_AADE=[4ln(x)]1_T=

=4[(In(3) — In(1)] — 2 = 4In(3) — 2 = 2,39u?
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Pautes de correccio:
a) 0,25 punts pel plantejament, on es digui que la recta tangent té pendent f'(a).
0,5 punts per I'expressio de la recta tangent.
0,5 punts per I'expressi6 de la recta normal.
b) 0,5 punts per I'esbds de la grafica.

0,25 punts pel plantejament, on s’indiqui que I'area es pot obtenir com a diferéncia
de dues arees calculables o com a suma de dues integrals definides.

0,5 punts pel valor final de I'area demanada.
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Quatre punts sén coplanaris si pertanyen al mateix pla. Considerem els tres vectors
que tenen origen en un dels punts, per exemple, el punt B i extrem en cada un dels
altres tres punts:

BA = (3,1,0),BC = (41,1)iBD = (1,1,t — 1)

Per a que els quatre punts siguin coplanaris, cal que aquests tres vectors siguin
linealment dependents, és a dir:

3 4 1
11 1 |=3t-3+1-GB+4t—-4)=-t—-1=0-t=-1
01 t—1

Aixi per t = —1 els quatre punts donats son coplanaris.

b)

Per t #—1, els quatre punts no sén coplanaris, per tant, formaran un tetraedre.

Per calcular-ne el volum fem servir la formula V = < |det(BA4, BC, BD))|:

L 3 4 1 I—t1]
Aixi, V = : 1 1 1 =
0 1 t—-1

Atés que volem trobar ¢t tal que V = 5u3 tenim que:

I et O

—t—1=30 {t=—31
-
6

5o l-e—11=30 {7 T - {0

|4

De manera que tenim dues solucions: t = =31 it = 29.

Pautes de correccio:

a) 0,5 punts pel plantejament, on s’indiqui la condicid per a que quatre punts siguin
coplanaris.

0,5 punts per la solucio.
b) 0,5 punts pel plantejament, on s’associi el volum a la férmula donada.
0,5 punts pel volum en funcié de t.

0,5 punts per a les dues solucions.
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La funcio derivada passa pels punts (0,0) i (1,0) perqué sén els punts on f(x)

[ ]
presenta els extrems relatius.

f(x) és creixent quan x < 0iquan x > 1 per tant la funci6 derivada és positiva en

[ ]
aquestes dues semirectes.

f(x) és decreixent quan 0 < x < 1 per tant, en aquest interval la derivada és

negativa.
La funcio f(x) té un punt d’inflexié en un punt propera x = %que coincidira amb

[ ]
un minim en la funcié derivada.

b)

Imposem que g’ (%) = —;ique g’ (%) =0

2
e gix)=ax3+bx*+1 - g'(x) = 3ax? + 2bx - BaG) +2b%——§—>3a + 4b =

—6
e g’(x)=6ax+2b-6a;+2b=0-3a+2b=0

D’aquestes dues equacions
{Ba +4b =-6
3a+2b=0

es dedueixquea =2ib=-3
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Pautes de correccio:
a) 0,5 punts per la grafica de la funci6 derivada
0,25 punts per observar que als extrems relatius la derivada s’anul-la

0,25 punts per observar el signe de la derivada segons el creixement i el
decreixement

0,25 punts per observar que el minim de la funcié derivada coincideix amb el punt
d’inflexio

b) 0,25 punts per la primera derivada
0,25 punts per la segona derivada
0,25 punts per la condicié en la primera derivada
0,25 punts per la condicié en la segona derivada

0,25 punts per trobar els valors de a i de b.
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b)

Calculem el determinant de la matriu A4:

a a 0
|A| = 2 a+1 a—-1|=a(@®*—-3a+2)=ala—1)(a—2)
2a+1 0 —a—3

Aleshores, peratot a # 0,1,2 tenim que |A| # 0 i la matriu és invertible.

3 3 0
Per a =3 lamatriuésd=2 4 2
7 0 -6

El determinant de la matriu A és |A| = 6 # 0, per tant, A és invertible. Calculem la

inversa:
/—4 3 1\
_ 13
1724 18 6 L5
A =€ 26 —-18 -6 = 3
-28 21 6 _u7
3 2

Aixi, podem resoldre I'equacioé donada, multiplicant per I'esquerra cada banda de
I'equacié per la matriu inversa de A:

A-X=B-31 > A1 A-X=A4"1.(B-31) > X=A4A"1-(B-3D

6 3 3 300 3 3 3
B-3I={2 5 2|—-(0 3 0)=1|2 2 2
1 1 4 0 0 3 1 11

Finalment obtenim X:

-4 3 1
/E _3_1\333 -5 -5 -5
X=A1-B-3D=| 3 |<2 2 2)=(6 6 6)
AP S SR O | -6 —6 —6
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Pautes de correccio:
a) 0,5 punts pel determinant de A.
0,5 punts pels valors que fan que la matriu sigui invertible
b) 0,25 punts per justificar que A és invertible
0,5 punts per resoldre I'equacié matricial per trobar X
0,5 punts pel calcul de la matriu inversa de A

0,25 punts pel calcul final de la matriu X
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b)

Per trobar els punts critics, calculem la primera derivada i la igualem a zero:

' _3x%(x-2)-x% _ 2x%(x-3) _ _ f
f'x) = - e = 0->x=00béx =3

Tenim dos punts critics x = 0 i x = 3. Classifiquem-los a partir del signe de la primera
derivada:

=2x2(x—3)_{20 si x>3

1) (x—2)2 |0six<3

Aixi per x < 3 la funcio és decreixent i per x > 3 la funci6 és creixent. Cal tenir en compte
que per x = 2 la funcio6 no esta definida. Aixi la funci6 és decreixement en: (—0,2) U (2,3) i
és creixent en (3, +0). Si es considera monotonia estricta caldria excloure també x = 0.

Com que en un entorn de x = 0 la funci6 és decreixent i és un punt critic, es tracta d’un punt
d’inflexio.

En canvi per x < 3 la funcio és decreixent i per x > 3 la funci6 és creixent, per tant, en x = 3
fa un minim relatiu.

La funcio és continua en l'interval (—2,1) ja que és un quocient de polinomis, que son
funcions continues i el denominador no s’anul-la. Avaluem la funcié en els extrems
de linterval:

f(=2)===2>0if(1)===-1<0
Pel teorema de Bolzano podem afirmar que f té com a minim un zero en l'interval
(—2,1). Com que la funci6 és estrictament monotona en aquest interval, només té un

zero dins d’aquest interval. De fet, és facil veure que f(0) = 0.
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Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per la primera derivada
0,25 punts pels punts critics.
0,5 punts pels intervals de creixement i decreixement.
0,25 punts per justificar el punt d’inflexio
0,25 punts per justificar el minim relatiu.

b) 0,25 punts pel comprovar les hipotesis del teorema de Bolzano
0,25 punts per avaluar la funcio en els extrems de l'interval
0,25 punts per afirmar que la funcio té un zero

0,25 punts per justificar que el zero és unic.



